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COHOMOLOGIE L2 ET PARABOLICITÉ
GILLES CARRON
Résumé. Nous donnons ii une interprétation topologique des espaes de
formes harmoniques L2 de variétés riemanniennes qui sont des déformations
ompates d'espaes symétriques à ourbure négative ou nulle ou de groupes
de Lie nilpotent simplement onnexe. Nous étudions aussi la ohomologie L2
des variétés dont les bouts sont paraboliques, nous retrouvons en partiulier
des résultats de M. Atiyah, V. Patodi, I. Singer, de W. Müller et une petite
partie de résultats réents de T. Hausel, E. Hunsiker, R. Mazzeo.
1. Introdution
Lorsque (M, g) est une variété riemannienne omplète, nous notons Hk(M) l'es-
pae des k-formes sur M qui sont L2 et harmoniques :
Hk(M) = {α ∈ L2(ΛkT kM), dα = 0 et d∗α = 0}.
Grâe aux èlèbres théorèmes de Hodge et de-Rham, nous savons que pour une
variété ompate, es espaes sont isomorphes aux groupes de ohomologie réel de
la variété. Pour une variété non ompate, il est naturel de se demander :
i) A quelles onditions, les espaes de formes harmoniques L2 sont de dimension
nies ?
ii) Et quelle est alors l'interprétation topologique de es espaes ?
Nous onnaissons désormais de nombreuses réponses à es questions (f. par exemple
[2, 5, 8, 11, 17, 19, 24, 26, 27℄). Nous montrerons ii les deux résultats suivants :
Théorème A. Soit (N, g) un groupe de Lie nilpotent simplement onnexe de
dimension n ≥ 3 et (M, g) une variété riemannienne isométrique à l'inni 1 à
plusieurs opies de (N, g) alors
Hk(M) ≃
{
Hkc (M) si k ≤ n− 2
Hk(M) si k ≥ 2 .
Ce théorème est une généralisation d'un résultat obtenu dans [5℄ à propos des
variétés eulidiennes à l'inni. Pour les degrés ompris entre 2 et n − 2 la preuve
de e résultat est basée sur des onsidérations élémentaires. Pour les degrés 1 et
n−1, nous devrons notamment utiliser un résultat de J. Jost et K. Zuo ([13℄). Nous
obtiendrons aussi ave une preuve similaire le résultat suivant :
Théorème B. Soit X = G/K un espae symétrique à ourbure négative ou nulle
(de dimension n ≥ 3) et (M, g) une variété riemannienne isométrique à l'inni à
plusieurs opies de X alors lorsque rangG 6= rangK nous avons
Hk(M) ≃
{
Hkc (M) si k ≤ n− 2
Hk(M) si k ≥ 2 .
1
On dit que deux variétés riemaniennes (X1, g1) et (X2, g2) sont isométriques à l'inni s'il existe
deux ompats K1 ⊂ X1 et K2 ⊂ X2 tels que (X1 \K1, g1) et (X2 \K2, g2) sont isométriques.
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Lorsque rangG = rangK, alors ette onlusion persiste exeptée en degré k =
dimX/2, où Hk(M) est de dimension innie.
Remarquons que d'après un résultat de J. Lott ([15℄), la nitude des espaes de
formes harmoniques L2 onsidérés dans es deux théorèmes est une onséquene de
la nullité de es espaes pour les groupes de Lie nilpotents simplement onnexe ([7℄)
et pour les espaes symétriques ([3℄). J. Lott montre en eet que si deux variétés
orientables (X1, g1) et (X2, g2) sont isométriques à l'inni alors
dimHk(X1, g1) <∞⇐⇒ dimHk(X2, g2) <∞.
Nos hypothèses ne permettent pas de traiter le as où M est une surfae riemanni-
enne dont les bouts sont eulidiens. En fait pour une surfae riemannienne l'espae
des 1-formes harmoniques L2 est un invariant onforme et pour une telle surfae
(S, g) de type ni nous avons :
 Soit H1(S, g) est de dimension nie et (S, g) est onformément équivalente
à une surfae ompate privée d'un nombre ni de points et H1(S, g) ≃
Im[H1c (S) −→ H1(S)].
 Soit H1(S, g) est de dimension innie.
La diérene entre es deux as pouvant être aussi distingué par la paraboliité
ou la non-paraboliité de la surfae. Nous démontrerons le résultat partiellement
analogue suivant :
Théorème C. On onsidère (M, g) une variété riemannienne qui au dehors d'un
ompat D est isométrique à
(]0,∞[×∂D, dt2 + ht)
où ht est une famille de métrique riemannienne sur ∂D telle que :
 si t > s alors ht ≥ hs,
 si on note L(t) = voln−1({t} × ∂D) =
∫
∂D
√
deth0 htd volh0 alors∫ ∞
0
dt
L(t)
=∞,
 si on note J(t, θ) =
√
deth0(θ) ht(θ) alors la fontion
j(t) = max
θ∈∂D
J(t, θ)
∫ t
0
1
J(s, θ)
ds
vérie ∫ ∞
0
dt
j(t)
=∞.
Alors nous avons l'isomorphisme :
Hk2(M) ≃ Im[Hkc (M) −→ Hk(M)].
Ce théorème général nous permet de donner une preuve uniée de beauoup de
résultats onnus par exemple lorsque (M, g) est à bouts ylindriques on retrouve un
résultat de M.Atiyah, V.Patodi et I.Singer ([2℄) ; nous retrouvons aussi un résultat
de W. Müller à propos des b-métriques sur les variétés dont le bord à un oin
de odimension 2 ([21℄) ; enn nous re obtenons une partie d'un résultat réent de
T.Hausel, E.Hunsiker et R.Mazzeo ([11℄) ; et enn e résultat permet de démontrer :
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Corollaire D. Soit E −→ X un bré vetoriel riemannien sur une variété rieman-
nienne ompate où les bres sont des plans eulidiens, L équipé de sa métrique
riemannienne vérie :
Hk2(L) ≃ Im[Hkc (L) −→ Hk(L)].
Cei permet répond à une question posée dans [7℄.
Remeriements. Je tiens à remerier l'Université de Stanford pour son hospitalité
et partiulièrement Rafe Mazzeo dont les questions pertinentes sont à l'origine de
e travail. Je remerie aussi Colin Guillarmou et Nader Yeganefar pour l'attention
qu'ils ont porté à e travail. Enn e travail a été fait alors que je bénéiais d'une
délégation partielle au C.N.R.S.et d'une aide d'un programme ACI du ministère de
la reherhe.
2. Cohomologie L2 et ohomologie usuelle
L'objetif de e paragraphe est d'utiliser des arguments élémentaires de oho-
mologie usuelle pour donner une interprétation topologique des espaes de formes
harmoniques L2 de ertaines variétés riemanniennes (non ompates). Nous om-
mençons par rappeler brièvement les propriétés prinipales de la ohomologie L2
réduite
2
; on trouvera plus de détails dans l'artile de J. Lott [15℄ ou enore dans
[7℄. Soit (Mn, g) une variété riemannienne, on note Hk2 (M) son k
ieme
espae de
ohomologie L2 , il est déni par
Hk2 (M) =
{α ∈ L2(ΛkT ∗M), dα = 0}
{dβ, β ∈ L2(Λk−1T ∗M) et dβ ∈ L2(ΛkT ∗M)}
Il est vrai que la ohomologie L2 peut être alulée par des formes C∞, i.e. toute
lasse ontient une forme lisse. Par exemple lorsque (M, g) est omplète (e que l'on
supposera désormais) es espaes s'identient aux espaes de formes harmoniques
L2.
Hk2 (M) ≃ Hk(M) = {α ∈ L2(ΛkT ∗M), dα = 0 et d∗α = 0}.
En eet, si nous notons :
Zk2 (M) = {α ∈ L2(ΛkT ∗M), dα = 0}
= {α ∈ L2(ΛkT ∗M), tel que ∀β ∈ C∞0 (Λk+1T ∗M) 〈α, d∗β〉 = 0}
et Bk2 (M) = dC
∞
0 (Λ
k−1T ∗M)
alors nous avons Hk2 (M) ≃ Hk(M) = Zk2 (M)∩
(
Bk2 (M)
)⊥
. Lorsque Ω ⊂M est un
ouvert à bord ompat lisse de M , on peut dénir aussi la ohomologie L2 absolue
ou relative ave :
Zk2 (Ω) = {α ∈ L2(ΛkT ∗Ω), tel que ∀β ∈ C∞0 (Λk+1T ∗Ω) 〈α, d∗β〉 = 0}
et Bk2 (Ω) = dC
∞
0 (Λ
k−1T ∗Ω)
où une forme de C∞0 (Λ
k−1T ∗Ω) est à support ompat dans l'adhérene de Ω, elle
n'est pas forément nulle dans un voisinage de ∂Ω. Alors on dénit
Hk2 (Ω) = Z
k
2 (Ω)/B
k
2 (Ω).
2
Désormais, on omettra de signaler qu'il s'agit de la ohomologie L2 réduite.
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L'inlusion j : Ω −→M induit don une appliation linéaire
j∗ : Hk2 (M) −→ Hk2 (Ω).
La ohomologie L2 relative est dénie ave les espaes :
Zk2 (Ω, ∂Ω) = {α ∈ L2(ΛkT ∗Ω), tel que ∀β ∈ C∞0 (Λk+1T ∗Ω) 〈α, d∗β〉 = 0}
et Bk2 (Ω, ∂Ω) = dC
∞
0 (Λ
k−1T ∗Ω)
et on dénit Hk2 (Ω, ∂Ω) = Z
k
2 (Ω, ∂Ω)/B
k
2 (Ω, ∂Ω). L'appliation extension par zéro
permet de dénir une appliation linéaire e : Hk2 (Ω, ∂Ω) −→ Hk2 (M). Bien sûr
si Ω est relativement ompat es espaes s'idenent à la ohomologie absolue ou
relative de Ω. Dans [15℄ (voir aussi [7℄), il est remarqué que si D est un domaine
ompat de M alors les suites exates longues
.. −→ Hk(D, ∂D) e−→ Hk(M) j
∗
−→ Hk(M \D) b−→ Hk+1(D, ∂D) −→ ..
.. −→ Hk(M \D, ∂D) e−→ Hk(M) j
∗
−→ Hk(D) b−→ Hk+1(M \D, ∂D) −→ ..
induisent deux petites suites exates :
Hk2 (M)
j
∗
−→ Hk2 (M \D) b−→ Hk+1(D, ∂D)
(2.1) Hk2 (M \D, ∂D) e−→ Hk2 (M)
j
∗
−→ Hk(D)
Un autre héritage de es suites exates est le suivant :
Lemme 2.1. Si D est un domaine ompat de M et si Hk−1(M \D) = {0} alors
{0} → Hk(D, ∂D)→ Hk2 (M).
Démonstration. Soit c ∈ Hk(D, ∂D), on sait que c ontient une forme fermée lisse
à support ompat dans l'interieur de D. Si α est nulle en ohomologie L2, nous
savons qu'elle est nulle en ohomologie usuelle ([22℄, théorème 24). Ainsi
c = [α] ∈ ker (i : Hk(D, ∂D) −→ Hk(M)) = Im (b : Hk−1(M \D) −→ Hk(D, ∂D)) ,
or e dernier espae est nul par hypothèse. 
On a aussi ompte tenu de (2.1)
Lemme 2.2. Si D est un domaine ompat de M et si
Hk2 (M \D, ∂D) = {0}
alors
{0} → Hk2 (M)→ Hk(D).
Remarquons que lorsque Hk(∂D) = {0} alors en degré k la ohomologie relative
de D0 se surjete dans la ohomologie usuelle de D0 et en ombinant les deux
lemmes préédents on obtient :
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Proposition 2.3. Supposons que pour un domaine ompat D ⊂M , on ait Hk2 (M\
D, ∂D) = {0} ainsi que Hk−1(M \D) = {0} et Hk(∂D) = {0} alors on a
Hk2 (M) ≃ Hk(D) ≃ Hk(D, ∂D).
Et si de plus Hk(M \D) = {0} alors on a Hk2 (M) ≃ Hk(M) ≃ Hk(D, ∂D).
Nous voulons maintenant un ritère qui garantisse que Hk2 (M \D, ∂D) soit nul :
Lemme 2.4. Supposons que Hk2 (M) = {0} et que Hk(∂D) = {0} alors
Hk2 (M \D) = {0}.
Démonstration. Soit c ∈ Hk2 (M \ D), et α un représentant lisse de c, omme
Hk(∂D) = {0}, on peut trouver β une (k − 1)-forme lisse à support ompat
dans l'adhérene de M \D , de façon à e que α− dβ, qui est enore un élément de
c, soit à support ompat dans M \D. Mais ette forme est nulle en ohomologie
L2 sur M , on peut don trouver une suite (ϕl)l de formes lisses à support ompat
dans M tel que
α− dβ = L2 lim
l→∞
dϕl.
En partiulier en restrition à M \D, on a
α− dβ = L2 lim
l→∞
d(j∗ϕl).
don c est nulle. 
La onaténation de es résultats nous donne le théorème suivant :
Théorème 2.5. Soit (Mn0 , g0) une variété riemannienne omplète orientée ave
D0 ⊂M un domaine ompat de M tel que
 Hk−1(M0 \D0) = Hk(M0 \D0) = {0}.
 Hk−1(∂D0) = H
k(∂D0) = {0}.
 Hk2 (M0) = {0}.
alors pour toute variété riemannienne (M, g) isométrique au dehors d'un ompat
à (M0 \D0, g0), on a
Hk2 (M) ≃ Hk(M)
En eet , d'abord la dualité induite par l'opérateur de Hodge implique que
Hn−k(∂D0) = {0} et Hn−k2 (M0) = {0} ; don grâe au lemme (2.4) on aHn−k2 (M0\
D0) = {0}. La dualité induite par l'opérateur de Hodge nous permet d'armer
Hn−k2 (M0 \ D0) ≃ Hk2 (M0 \ D0, ∂D0) et nous pouvons alors onlure grâe à la
proposition (2.3).
Une appliation immédiate est la suivante :
Corollaire 2.6. Soit g0 une métrique omplète sur R
n
et k ∈ [2, n− 2] un entier
tel que (Rn, g0) n'ait pas de k-formes harmoniques L
2
non triviale alors pour toute
variété riemannienne (M, g) isométrique à (Rn, g0) au dehors d'un ompat on a :
Hk2 (M, g) ≃ Hk(M) ≃ Hkc (M).
Remarque 2.7. Lorsque k vaut 0 ou n, on a simplement H02 (M, g) ≃ H0c (M) = {0}
et Hn2 (M, g) ≃ Hn(M) = {0}. Le as où (M, g) est isométrique à l'inni à plusieurs
opies de (Rn, g0) donne le même résultat. Nous verrons plus loin omment traité,
ave un peu d'analyse, le as des degré 1 ou n− 1.
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Ce dernier orollaire a beauoup d'appliations :
 Si g0 est la métrique eulidienne, on re-prouve un résultat de [5℄ ; d'ailleurs
dans e papier, on utilisait déjà l'injetivité (2.1).
 Si (N, g) est un groupe de Lie nilpotent simplement onnexe équipé d'une
métrique invariante à gauhe alors N est diéomorphe à Rn et on sait que
(N, g) n'a pas de formes harmoniques L2 non triviale (f. orollaire 2.4 de [7℄).
 Si X = G/K est un espae symétrique à ourbure négative ou nulle, alors
X est diéomorphe à Rn et les travaux de A. Borel ([3℄) nous apprennent
que lorsque rangG 6= rangK alors X n'a pas de formes harmoniques L2 non
trivial, et que lorsque rangG = rangK et k 6= n/2, X n'a pas de k-formes
harmoniques L2 non triviales.
3. L2 ohomologie et paraboliité
3.1. Un résultat d'annulation. Le but de ette partie est de prolonger les argu-
ments de la partie préédente en y introduisant un peu de géométrie. Nous om-
mençons tout d'abord par le lemme suivant qui est un leger ranement dans une
formulation un peu diérente d'un résultat de P. Li, J. Jost et K. Zuo, J. M Neal
et N. Hithin [14, 13, 16, 12℄.
Lemme 3.1. Soit (M, g) une variété riemannienne omplète et α ∈ L2(ΛpT ∗M)
une p forme L2 fermée. On suppose qu'il existe β ∈ C∞(Λp−1T ∗M) ave
α = dβ et
∫
M
|β|2
ψ(ρ)2
d vol <∞
où ρ est la fontion distane à un point o xé de M et ψ est une fontion ontinue
positive telle que ∫ ∞
1
dr
ψ(r)
=∞
alors la lasse de α en ohomologie L2 est nulle.
Démonstration. Soient r, R deux nombres réels tels que 0 < r < R, on leurs assoie
la fontion φr,R dénie par
φr,R(s) =


1 si s ≤ r∫ R
s
dt
ψ(t) ×
(∫ R
r
dt
ψ(t)
)−1
si s ∈ [r, R]
0 si s ≥ R
La forme φr,R(ρ)β est lipshitsienne à support ompat et on a
α− d(φr,R(ρ)β) = α− φr,R(ρ)dβ − φ′r,R(ρ)dρ ∧ β
mais nous avons
‖φ′r,R(ρ)dρ ∧ β‖2L2 ≤
(∫ R
r
dt
ψ(t)
)−2 ∫
B(o,R)\B(o,r)
|β|2
ψ(ρ)2
d vol
Or par hypothèse on peut trouver deux suites rk < Rk telles que limk→∞ rk = ∞
et (∫ Rk
rk
dt
ψ(t)
)−1
≤ 1
k
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d'où pour es suites
α = L2 lim
k→∞
d(φrk,Rk(ρ)β).

Remarque 3.2. Si on fait omme J. Jost et K. Zuo l'hypothèse qu'il existe une
onstante C telle que ∫
B(o,R)
|β|2d vol ≤ CR2
alors nos hypothèses sont satisfaites pour la fontion ψ(r) = r log r.
Nos hypothèses sont intimement liées à la paraboliité. Pour plus d'information
onernant ette notion, je onseille le survol remarquable et très omplet de A.
Grigor'yan [10℄. Je rappelle ii juste que si (M, g) est une variété riemannienne
omplète et µ une mesure absolument ontinue par rapport à d vol alors on dit que
l'opérateur ∆µ assoié à la forme quadratique f 7→ ∫
M
|df |2dµ est parabolique 3 si
l'une des onditions équivalentes suivantes est vériées :
 ∆µ n'a pas de fontion de Green positive
 Il existe une suite (uk)k de fontions lisses à support ompat telle que
0 ≤ uk ≤ 1 et lim
k→∞
uk = 1 uniformément sur les ompats
et lim
k→∞
∫
M
|duk|2dµ = 0 4
Une leture attentive de la preuve du lemme préédent montre que si pour la mesure
dµ = |β|2d vol, l'opérateur ∆µ est non parabolique alors α est nulle en ohomologie
L2.
3.2. Fin de la preuve des théorèmes A et B. Nous pouvons omplémenter
notre orollaire (2.6) et nir la preuve des théorèmes A et B :
Proposition 3.3. Soit g0 une métrique omplète sur R
n
, on suppose que n > 2 et
que pour un point o xé de Rn on a les inégalités de Poinaré :
∀ϕ ∈ C∞(B(o, r)),
∫
B(o,r)
(ϕ−mr(ϕ))2d vol ≤ Cr2
∫
B(o,r)
|dϕ|2d vol
où on a noté mr(ϕ) =
∫
B(o,r) ϕd vol / volB(o, r) la moyenne de la fontion ϕ sur
la boule B(o, r). On suppose aussi que (Rn, g0) vérie l'inégalité de Sobolev :
∀ϕ ∈ C∞0 (Rn)
(∫
M
(ϕ)2ν/(ν−2)d vol
)1−2/ν
≤ C
∫
M
|dϕ|2d vol
et on suppose enn que pour une onstante C on a pour tout r > 1
volB(o, r) ≤ Crν
Si (M, g) est isométrique à l'inni à plusieurs opies de (Rn, g0) alors
H12 (M) ≃ H1c (M) et Hn−12 (M) ≃ Hn−1(M).
Nous ommençons par montrer le lemme suivant qui est nééssaire pour démon-
trer ette proposition :
3
Si dµ = d vol, on dit simplement que (M,g) est parabolique.
4
Cette hypothèse pouvant être remplaée par lim supk→∞
∫
M
|duk|
2dµ <∞.
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Lemme 3.4. Soit g0 une métrique omplète sur R
n
vériant les hypothèses de la
proposition préédente, si u est une fontion lisse sur Rn telle que∫
Rn
|du|2g0d volg0 <∞
alors il y a une onstante c ∈ R telle que pour tout r > 1 on ait∫
B(o,r)
(u− c)2d vol ≤ Cr2
Démonstration. Notons en eet V (r) = volB(o, r) et Bk = B(o, 2
k). Posons
ck =
1
V (2k)
∫
Bk
u
on va montrer que la suite ck onverge. On a
|ck − ck+1| = 1V (2k)V (2k+1)
∣∣∣∫Bk×Bk+1 (u(x)− u(y)) dxdy
∣∣∣
≤ 1
V (2k)V (2k+1)
∫
Bk+1×Bk+1
|u(x)− u(y)| dxdy
≤ 1
V (2k)
(∫
Bk+1×Bk+1
|u(x)− u(y)|2 dxdy
]1/2
≤≤
√
2V (2k+1)
V (2k)
(∫
Bk+1
|u(x)− ck+1|2 dx
)1/2
≤ C(2k)1−ν/2
Où pour obtenir la dernière inégalité, nous avons utilisé l'inégalité de Poinaré et
le fait que l'inégalité de Sobolev implique que le volume des boules géodésiques de
rayon r est uniformément minorée par Cterν ([4℄). Grâe à ei nous savons que la
suite (ck)k onverge vers c∞ et |ck − c∞| ≤ Cεk où ε = 21−ν/2 ∈]0, 1[. Ainsi nous
obtenons∫
B(o,2k)
(u− c∞)2d vol ≤ 2
∫
B(o,2k)
(u− ck)2d vol+2V (2k)|ck − c∞|2 ≤ C(2k)2

Démonstration de la proposition : Suivant la proposition (2.4) et le théorème
(3.3) de [6℄, on sait que (M, g) vérie la même inégalité de Sobolev (ave des on-
stantes diérentes) et aussi que
{0} −→ H1c (M) −→ H12 (M).
Soit don c ∈ H12 (M), on veut montrer que c ontient une forme lisse à support
ompat. On sait par hypothèse qu'il y a un ompat K de M tel que M \ K =
∪bi=1Ei, où haque Ei est isométrique à (Rn \B(o,R), g0). En partiulier il y a sur
haque Ei une fontion lisse fi ∈ C∞(Rn \ B(o,R)) telle que α = dfi. Soit f une
fontion lisse sur M qui vaut fi sur haque Ei on sait que α − df est une 1 forme
à support ompat. Il reste don à montrer que dans la lasse de ohomologie L2
de df il y a une forme à support ompate. Soit don ui une fontion lisse sur R
n
qui vaut fi sur R
n \ B(o,R), grâe au lemme préédent nous obtenons l'existene
d'une onstante ci telle que∫
B(o,r)
(ui − ci)2d vol ≤ Cr2
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Grâe à ette estimée et au résultat de J. Jost et K. Zuo (f. [13℄ et la remarque
3.2) nous pouvons armer que si h est une fontion lisse sur M qui vaut ci sur Ei,
alors dh et df ont même lasse de ohomologie L2.
Remarque 3.5. En fait la seule propriété topologique de R
n
que nous avons utilisé
est le fait qu'il est simplement onnexe à l'inni. Ainsi R
n
peut être ii hangé en
n'importe quelle variété simplement onnexe à l'inni.
Cei ne nous permet pas de traiter le as des surfaes mais elui est aisé ar
l'espae des 1-formes harmoniques L2 d'une surfae riemanienne est un invariant
onforme. Et nous avons la dihotomie suivante pour (S, g) une surfae riemanni-
enne omplète de type ni :
 Soit H1(S, g) est de dimension nie et (S, g) est onformément équivalente à
une surfae ompate privé d'un nombre ni de points et
H1(S, g) ≃ Im[H1c (S) −→ H1(S)].
 Soit H1(S, g) est de dimension innie.
Cette proposition nous permet d'ahever la preuve du théoréme A ar il est bien
onnu qu'un groupe de Lie nilpotent simplement onnexe vérie nos hypothèses (f.
par exemple [25, 23℄).
Dans le as où le laplaien de Hodge-deRham présente un trou spetral en degré
0 et 1 nous pouvons aussi onlure :
Proposition 3.6. Soit g0 une métrique omplète sur R
n
où n > 2 et on suppose
que (Rn, g0) vérie les inégalités de Poinaré :
∀ϕ ∈ C∞0 (Rn)
∫
M
|ϕ|2d volg0 ≤ C
∫
M
|dϕ|2g0d volg0
et
∀α ∈ C∞0 (T ∗Rn)
∫
M
|α|2g0d volg0 ≤ C
∫
M
[|dα|2g0 + |d∗α|2g0 ]d volg0 .
Si (M, g) est isométrique à l'inni à plusieurs opies de (Rn, g0) alors
H12 (M) ≃ H1c (M) et Hn−12 (M) ≃ H1(M).
Démonstration. Pour ela il sut de remarquer que la première inégalité de Poinaré
implique que le volume de (Rn, g0) est inni et alors on sait grâe à la proposition
(5.1) de [9℄ que
{0} −→ H1c (M) −→ H12 (M).
Maintenant, l'hypothèse de trou spetral sur les 1-formes montrent que si u est une
fontion lisse sur R
n
telle que
∫
Rn
|du|2g0d volg0 < ∞, alors il y a une onstante c
telle que u− c ∈ L2 ; e qui permet d'adapter (enore plus failement) la preuve de
la proposition (3.3). 
3.3. ohomologie L2 et bouts paraboliques. Le deuxième argument géométrique
est le suivant :
Proposition 3.7. On suppose ii que (M, g) est une variété riemannienne omplète
isométrique au dehors d'un domaine ompat D à
(]0,∞[×∂D, dt2 + ht)
où ht est une famille de métrique riemannienne sur ∂D telle que
 si t > s alors ht ≥ hs,
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 si on note L(t) = voln−1({t} × ∂D) =
∫
∂D
√
deth0 ht d volh0 alors∫ ∞
0
dt
L(t)
=∞.
L'image de l'appliation naturelle Hk2 (M) −→ Hk(M) est alors exatement
Im[Hkc (M) −→ Hk(M)].
Démonstration. Puisque d'après M. Anderson ([1℄), l'espae Im[Hkc (M) −→ Hk(M)]
s'injete dans Hk2 (M). Il sut de démontrer que si α est une k-forme lisse L
2
sur
M , alors tirée en arrière sur ∂D elle est nulle en ohomologie. Considèrons don β
une (n− 1− k) forme lisse fermée sur ∂D , on veut montrer que
c :=
∫
∂D
β ∧ i∗0α = 0.
où on a noté it : ∂D −→ [0,∞[×∂D l'inlusion θ 7→ (t, θ). On a évidement :
|
∫
∂D
β ∧ i∗0α| = |
∫
∂D
β ∧ i∗tα| ≤ ‖β‖L∞
∫
∂D
|i∗tα|h0d volh0
Maintenant si on note J(t, θ) =
√
deth0(θ) ht(θ), omme ht ≥ h0 on a |i∗tα|h0(θ) ≤
J(t, θ)|α|g(t, θ), d'où en utilisant l'inégalité de Cauhy-Shwarz :
c2 ≤ ‖β‖2L∞ L(t)
∫
∂D
|α|2gd volht
D'où
c2
∫ R
r
dt
L(t)
≤ ‖β‖2L∞
∫
[r,R]×∂D
|α|2gd volg
En faisant tendre R vers l'inni, nous obtenons c = 0. 
Remarquons que ette hypothèse implique que (M, g) est parabolique en par-
tiulier en dimension 2, ei implique que (M, g) est onformément équivalent à
une surfae ompate M privée d'un nombre ni de points et dans e as grâe à
l'invariane onforme de l'espae des 1-formes harmoniques L2 on sait que
H12 (M) ≃ H1(M) ≃ Im[H1c (M) −→ H1(M)]
Nous voulons maintenant en quelque sorte généraliser e résultat ; d'après le lemme
2.2, la nullité deHk2 (M \D, ∂D) et les hypothèses de notre proposition (3.7) susent
pour savoir que :
Hk2 (M) ≃ Im[Hkc (M) −→ Hk(M)] .
Nous allons montrer :
Théorème 3.8. Si en plus des hypothèses préédentes la fontion
j(t) = max
θ∈∂D
J(t, θ)
∫ t
0
1
J(s, θ)
ds
vérie ∫ ∞
0
dt
j(t)
=∞
alors nous avons
Hk2 (M) ≃ Im[Hkc (M) −→ Hk(M)]
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Démonstration. Soit don c ∈ Hk2 (M \D, ∂D) et α une forme lisse fermée représen-
tant c, on a α = dβ où
β =
∫ 0
−∞
(φτ )∗intXαdτ
où X est le hamp de veteurs t ∂∂t sur ]0,∞[×∂D et φτ son ot :
φτ (t, θ) = (eτ t, θ).
Compte tenu que l'on suppose que t 7→ ht est une famille roissante de métrique
riemannienne sur ∂D on a
|β(t, θ)|g ≤
∫ t
0
|α|g(s, θ)ds
Maintenant si l(t, θ) =
∫ t
0 J(s, θ)
−1ds, on a pour toute fontion u telle que u′ ∈
L2(R, J(t, θ)dt) et u(0) = 0
(3.1)
1
4
∫ ∞
0
u2(t)
(
l′(t, θ)
l(t, θ)
)2
J(t, θ)dt ≤
∫ ∞
0
|u′|(t)2(t)J(t, θ)dt
On obtient ette inégalité d'abord pour tout les u ∈ C∞0 (]0,∞[) ; en posant u(t) =
v(t)
√
l(t) et en intégrant par partie on obtient∫ ∞
0
|u′(t)|2J(t, θ)dt ≥ 1
4
∫ ∞
0
|v(t)|2(t) 1
l(t, θ)J(t, θ)
dt.
En appliquant ette inégalité à u(t) =
∫ t
0 |α|g(s, θ)ds et en intégrant l'inégalité
obtenue sur ∂D, nous obtenons que∫
M\D
|β|2
j(t)2
d vol <∞
e qui permet de onlure grâe au lemme (3.1).

3.4. Appliations. Ce dernier résultat nous permet de re-démontrer dans une
preuve uniée de nombreux résultats :
 Lorsque (M, g) est à bouts ymindriques (i.e. lorsque pour tout t : ht = h0)
alors nous retrouvons un résultat de M. Atiyah, V. Patodi, I. Singer ([2℄).
 Lorsque M est diéomorphe à l'intérieur d'une variété M dont le bord est
onstitué de deux hypersurfaes X1 et X2 s'intersetant suivant une sous var-
iété de odimension 2 dans M et lorsque g est une b métrique assoiée à ette
variété à oins i.e.
g =
(
dx1
x1
)2
+
(
dx2
x2
)2
+ h
où x1 (resp. x2) est une fontion dénissant X1 (resp. X2) et h une métrique
lisse sur M ; alors nous retrouvons un résultat de W. Müller ([21℄).
 Lorsque ∂D est une bration sur un erle
F −→ ∂D pi−→ S1,
où ht = k + t
2(pi∗θ)2
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et θ une 1-forme jamais nulle sur S1 et k une métrique riemannienne sur ∂D 5 ;
i.e. g est du type "bred boundary" dans la terminologie de R. Mazzeo et R.
Melrose ([18℄). Nous retrouvons ainsi une petite partie d'un résultat important
de T.Hausel, E.Hunsiker et R.Mazzeo (orollaire 10 de [11℄) à propos de
instantons gravitationnels qui sont ALG.
 Lorsque (M, g) est plate au dehors d'un ompat et parabolique (i.e le volume
des boules géodésiques roit au plus quadratiquement) alors nous retrouvons
une partie du résultat de [8℄.
Ce théorème nous permet aussi de démontrer des résultats nouveaux par exemple :
Corollaire 3.9. Soit E −→ X un bré vetoriel riemannien sur une variété rie-
mannienne ompate où les bres ont des plans eulidiens, équipé de sa métrique
riemannienne L vérie :
Hk2(L) ≃ Im[Hkc (L) −→ Hk(L)].
Cei répond à une question posée dans ([7℄ p. 102).
Corollaire 3.10. Si (M, g) est une variété riemannienne omplète isométrique au
dehors d'un domaine ompat D à
(]0,∞[×∂D, dt2 + h+ f(t)2θ2)
où h est une métrique riemannienne sur ∂D, θ est une 1-forme lisse sur ∂D et
f ∈ C∞(R+, ]0,∞[) vérie ∫ ∞
0
dt
f(t)
=∞
alors
Hk2 (M) ≃ Im[Hkc (M) −→ Hk(M)].
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